
GLMA601/615, L3 Analyse, 2013-2014
Feuille TD n◦1

Normes et continuité

Les exercices marqués d'une étoile (?) peuvent ne pas être abordé en première lecture (exercices de

rappels, à la limite du programme, redondants ou plus di�ciles).

Partie I : Espaces vectoriels normés

Exercice 1. (?) Les normes 1, 2 et in�ni de Rn. On note ‖.‖1, ‖.‖2 et ‖.‖∞ les applications de

Rn vers R+ dé�nies, pour tout x = (x1, . . . , xn) de Rn par :

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi|, ‖x‖2 =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2, ‖x‖∞ = sup
i=1,...,n

|xi|.

(1) Rappeler pourquoi ces trois applications sont des normes de Rn.

(2) Dessiner les boules unités de ces normes pour n = 2.

(3) Montrer que, pour tout x de Rn, on a :

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞

En déduire (sans utiliser de théorème général) que ces trois normes sont équivalentes.

Exercice 2. (?) Les normes ‖.‖p et l'inégalité de Minkowski

Soit n ∈ N et p ∈ [1,+∞[. Pour tout x = (x1, . . . , xn) de Rn, on pose :

‖x‖p = (|x|p1 + · · ·+ |x|
p
n)

1/p.

Si p vaut 1 ou 2, on retrouve les normes 1 et 2 de l'exercice 1.

(1) Montrer que :

∀x ∈ Rn, lim
p→+∞

‖x‖p = ‖x‖∞.

(2) Soient x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) deux élements non nuls de Rn. Posons α = ‖x‖p, β =
‖y‖p, et notons :

x =
x

α
, y =

y

β
, λ =

α

α+ β
.

(i) Montrer que ‖x+ y‖pp = (α+ β)p‖λx+ (1− λ)y‖pp.
(ii) En utilisant la convexité de la fonction t 7→ tp (pour p > 1), montrer que

‖λx+ (1− λ)y‖pp ≤ 1.

(iii) En déduire l'inégalité de Minkowski :

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p.

puis que ‖.‖p est une norme de Rn.

(3) Que deviendrait l'inégalité de Minkowski si nous prenions 0 ≤ p < 1.

(4) Montrer que :

∀x ∈ Rn,∀p ∈ [1,+∞[, ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p ≤ p
√
n‖x‖∞.

En déduire (sans utiliser de théorème général) que toutes les normes ‖x‖p sont équivalentes.
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Exercice 3. Soit C = C0([0, 1],R), l'ensemble des applications continues de [0, 1] dans R. On

considère les deux applications de C dans R :

‖.‖1 : f 7−→ ‖f‖1 =
∫ 1

0
|f(t)|dt

‖.‖∞ : f 7−→ ‖f‖∞ = sup{|f(t)|, t ∈ [0, 1]}.

(1) Montrer que C est de dimension in�nie (considérer, par exemple, les fonctions polynomiales).

(2) Véri�ez que les deux applications ‖.‖1 et ‖.‖∞ sont des normes de l'espace vectoriel C.
(3) Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes ; on considérera la suite de fonctions

(fn)n∈N∗ , où fn(t) est a�ne entre 0 et 1/n, véri�e fn(0) = n et est constante égale à 0 sur

[1/n, 1].

Partie II : Applications linéaires continues

Exercice 4. Soit C = C0([0, 1],R), le R-espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans
R. On munit C de la norme ‖.‖1 et on considère l'application suivante :

u : C −→ R
f 7−→ f(0)

(1) Véri�er que u est linéaire.

(2) En considérant la même suite de fonctions fn que dans l'exercice 3, montrer que u n'est pas

continue.

Exercice 5. Normes d'applications linéaires continues.

Soit (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux R-espaces vectoriels normés. On note L(E,F ) l'ensemble des

applications linéaires continues de E dans F . C'est un R-espace vectoriel. On note B(0E , 1) la

boule unité de E.
Pour toute application u de L(E,F ), on pose :

|||u||| := sup{‖u(x)‖F , x ∈ B(0E , 1)}.

Cela dé�nit une norme sur L(E,F ).

(1) Soit u : R3 −→ R dé�nie par u(x, y, z) = −4x + 2y − z. On suppose R muni de la norme

"valeur absolue". Déterminer la norme de u dans les trois situations où R3 est munie des

normes 1, 2 et in�nie.

(2) (?) Soit u : R3 −→ R2 dé�nie par u(x, y, z) = (x+2y+3z,−5x+y−2z). Déterminer la norme

de u dans toutes les situations (quatre en tout) où R3 et R2 sont munis soit de la norme 1,
soit de la norme in�ni.

Exercice 6. Normes matricielles. Soit u une application linéaire de Rp dans Rq dé�nie par une

matrice M = (mi,j)1≤i≤q,1≤j≤p.

(1) Si Rp et Rq sont munis de la norme ||.||1, montrer que |||u||| = max1≤j≤p(
∑q

i=1 |mij |).
(2) Si Rp et Rq sont munis de la norme ||.||∞, montrer que |||u||| = max1≤i≤q(

∑p
j=1 |mij |).
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Partie III : Applications multilinéaires

Exercice 7. Montrer que le produit vectoriel de R3 est bilinéaire.

Exercice 8. Dans chacun des cas ci-dessous, dire si l'application ϕ de R3 ×R3 ×R3 dans R, est
linéaire, bilinéaire ou trilinéaire, et pour quels espaces de départ.

(1) ϕ((x1;x2;x3); (y1; y2; y3); (z1; z2; z3)) = x1 + y2 + z3

(2) ϕ((x1;x2;x3); (y1; y2; y3); (z1; z2; z3)) = x1y3 + y2z1 + z3x2

(3) ϕ((x1;x2;x3); (y1; y2; y3); (z1; z2; z3)) = x1y2z3 + x2y3z1 + x3y1z2

(4) ϕ((x1;x2;x3); (y1; y2; y3); (z1; z2; z3)) = x1x2x3 + y1y2y3 + z1z2z3

(5) ϕ((x1;x2;x3); (y1; y2; y3); (z1; z2; z3)) = x1y1z1 + x2y2z2 + x3y3z3

(6) ϕ((x1;x2;x3); (y1; y2; y3); (z1; z2; z3)) = (x1y1 + x2y2 + x3y3)(z1 + z3)

(7) ϕ((x1;x2;x3); (y1; y2; y3); (z1; z2; z3)) = (x1 + 2x2)(z1 + z3)

Exercice 9. Soit C = C0([0, 1],R). On considère l'application

ϕ : C × C −→ R

(f, g) 7−→
∫ 1

0
f(t)g(t)dt.

(1) Montrer que ϕ est bilinéaire.

(2) On muni R de la norme "valeur absolue", C de la norme 1 et C × C de la "norme sup" du

produit C × C. ϕ est-elle continue ?

(3) Même question en munissant C de la norme sup ‖.‖∞.

Exercice 10. (?) Soient E,F,G trois R-espaces vectoriels de dimension �nies respectives p, q, r ∈
N. Soit L(E,F ;G) l'espace des applications bilinéaires de E × F vers G.

(1) Montrer que L(E,F ;G) est un R-espace vectoriel.
(2) On suppose r = 1, et on �xe des bases de E et F . Montrer que L(E,F ;G) est isomorphe à

l'espace des matrices de tailles p× q. En déduire dimL(E,F ;G)

(3) Calculer dimL(E,F ;G) dans le cas général.

Partie IV : Graphes et continuité

Exercice 11. Représenter les ensembles de dé�nition des fonctions suivantes :

f1(x, y) = ln(2x+ y − 2), f2(x, y) =
√

1− xy

f3(x, y) =
ln(y − x)

x
, f4(x, y) =

1√
x2 + y2 − 1

+
√
4− x2 − y2.

Exercice 12. Représenter les lignes de niveau (c'est-à-dire les solutions de l'équation f(x, y) = k)
pour :

f1(x, y) = y2, avec k = −1 et k = 1

f2(x, y) =
x4 + y4

8− x2y2
avec k = 2.

Exercice 13.
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(1) représenter les lignes de niveaux des applications de R2 dans R suivantes :

f : (x, y) 7−→ x2 + y2

g : (x, y) 7−→ xy

h : (x, y) 7−→

{
x2

x2+y2
si (x, y) 6= (0, 0),

0 sinon.

(2) Donner l'allure du graphe de f et g au voisinage de (0, 0).

(3) Donner l'allure du graphe de h sur R+ × R+ au voisinage de (0, 0).

(4) La fonction h est-elle continue en (0, 0) ?

Exercice 14. On considère l'application de R2 dans R dé�nie par :

f(x, y) =

{
cos(y) si −π/2 ≤ y ≤ π/2 et x ≥ 0,

0 sinon.

(1) Dessiner son graphe

(2) Montrer que f est continue en tout point (x, π/2) avec x ≥ 0 et discontinue en tout point

(0, y) avec −π/2 < y < π/2.

Exercice 15.

(1) Montrer que si x et y sont des réels, on a : 2|xy| ≤ x2 + y2

(2) Soit f l'application de A = R2 \ {(0, 0)} dans R dé�nie par

f(x, y) =
3x2 + xy√
x2 + y2

.

Montrer que, pour tout (x, y) de A, on a :

|f(x, y)| ≤ 4‖(x, y)‖2,

où ‖(x, y)‖2 =
√
x2 + y2. En déduire que f admet une limite en (0, 0).

Exercice 16. Soit f la fonction dé�nie sur R2 par

f(x, y) =
xy

x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0. La fonction f est-elle continue en 0 ?

Exercice 17. Les fonctions suivantes ont-elles une limite en (0, 0) ?

(1) f(x, y) = (x+ y) sin
(

1
x2+y2

)
(2) f(x, y) = x2−y2

x2+y2

(3) f(x, y) = |x+y|
x2+y2

(4) f(x, y) =

(
x2+y2−1

x sinx, sin(x
2)+sin(y2)√
x2+y2

)
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GLMA601, L3 Analyse, 2013-2014

Feuille TD n◦2
Différentiabilité

Partie I : Di�érentielles et dérivées partielles

Exercice 1. On suppose que f : R→ R3 véri�e :

f(t) = (sin(t)/t, exp(2t), t ln |t|)

pour tout t non nul. A quoi doit être égal f(0) pour que f soit continue en 0 ? Sous cette condition,

l'application f est-elle di�érentiable en 0 ?

Exercice 2. Soit f : R2 → R la fonction dé�nie par :

f(x, y) = x2 − 2xy + 3y.

(1) La fonction f admet-elle des dérivées directionnelles en tout point de R2 suivant tous les

vecteurs ?

(2) Soit u = (a, b) un vecteur de R2 ; Calculer, à l'aide de la dé�nition, la dérivée directionnelle

de f au point (1, 2) suivant u.

(3) En déduire la di�érentielle de f en (1, 2).

(4) En déduire les valeurs des dérivées partielles en (1, 2) : ∂1f(1, 2), ∂2f(1, 2).

Exercice 3. Expliquer pourquoi chacune des fonctions suivantes est di�érentiable au point

indiqué, et calculer la di�érentielle en ce point :

(1) f(x, y) = x
√
y au point (1, 4),

(2) f(x, y) = x/y au point (6, 3)

(3) f(x, y) = sin(x+ 2y) au point (π, 0)

(4) f(x, y) =
√
x+ ey au point (1, 0).

Exercice 4. Pour les quatre fonctions de R2 dans R ci-dessous, répondre aux questions suivantes :

(1) Cette fonction admet-elle des dérivées partielles en tout point de R2 ? Si oui, les calculer.

(2) Cette fonction admet-elle en tout point des dérivées directionnelles suivant tout vecteur ?

(3) Cette fonction est-elle continue ?

(4) En quels points cette fonction est-elle di�érentiable ?

f(x, y) =


xy√
x2+y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 sinon.

g(x, y) =

{
xy

x2+y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 sinon.

h(x, y) =

{
x2y
x2+y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 sinon.

u(x, y) =

{
x3y
x4+y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 sinon.
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(pour u, on pourra considérer la restriction de u à la parabole d'équation y = x2 paramétrée par

t 7−→ (t, t2)).

Exercice 5. Déterminer les matrices jacobiennes des applications suivantes :

(1) f : R2 → R dé�nie par f(x, y) = x cos(y − x),
(2) g : R→ R3 dé�nie par g(t) = (cos t, sin t, t),

(3) h : R2 → R2 dé�nie par h(x, y) = (xy, ex cos y),

Partie II : Calculs de di�érentielles

Exercice 6. On considère une fonction di�érentiable f : R3 → R, et on dé�nit g : R3 → R par

g(x, y, z) = f(x2 − y2, y2 − z2, z2 − x2) Montrer que g est di�érentiable, et que l'on a :

∀t ∈ R, ∂1g(t, t, t) + ∂2g(t, t, t) + ∂3g(t, t, t) = 0.

Exercice 7. Soit f : R2 −→ R une fonction di�érentiable. On dé�nit des fonctions g : R2 −→ R
et h : R −→ R par g(x, y) := f(y, x) et h(x, y) := f(x,−x). Montrer que g et h sont di�érentiables,

et déterminer leurs di�érentielles en fonction des dérivées partielles de f .

Exercice 8. Soit f : Rn − {0} −→ R dé�nie par f(x) = 1/‖x‖, où la norme est la norme

euclidienne (norme 2). Montrer que f est di�érentiable, et déterminer sa di�érentielle.

Exercice 9. Di�érentiabilité des applications homogènes.

On dit qu'une application g : Rn \ {0} −→ Rp est positivement homogène de degré α ∈ R si

g(tx) = tαg(x) pour tout x ∈ Rn \ {0} et tout t ∈ R∗+.

(1) Soit f : Rn −→ Rp une application di�érentiable en 0, telle que f|Rn\{0} est positivement

homogène de degré 1.

Montrer que f(0) = 0, puis que f est linéaire.

(2) Une norme sur Rn, vue comme application Rn −→ R, peut-elle être di�érentiable à l'origine ?

Exercice 10. Identité d'Euler pour les applications homogènes.

Soit f : Rn \ {0} −→ R une fonction di�érentiable. Montrer que f est homogène de degré α > 0
si et seulement si :

df(x)x = αf(x) ∀x ∈ Rn \ {0}

Exercice 11. Soit n un entier strictement positif. Montrer que l'application f : Mn(R) −→
Mn(R) dé�nie par f(A) = tAA est di�érentiable. Calculer sa di�érentielle.

Exercice 12. Forme bilinéaire.

Soit M =

[
a b
c d

]
une matrice carrée de taille 2. Soit l'application

f : R2 × R2 −→ R
(U, V ) 7→ tUMV

où les éléments de R2 sont écrits en colonne. On note (e1, e2) la base canonique de R2. Montrer

que f est di�érentiable, et calculer

df(e1, e1)(e2, e2).
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Exercice 13. (*) L'application "inverse d'une matrice carrée".

On choisit une norme quelconque sur Rn, par exemple ‖.‖∞, et on munit Mn(R) de la norme

d'opérateur subordonnée. On note GL(Rn) l'ensemble des matrices inversibles, et I la matrice

identité. On dé�nit en�n l'inversion f : GL(Rn) −→Mn(R) par f(A) = A−1.

(1) Soit A ∈Mn(R) tel que ‖A‖ < 1. Montrer que la série
∑

k≥0A
k est normalement convergente

dans Mn(R), et en déduire qu'elle converge. Que vaut (I − A)(I + A+ A2 + · · ·+ Ak) ? En

déduire que I −A est inversible, ie. que I −A ∈ GL(Rn), et que de plus

(I −A)−1 =
∑
k≥0

Ak = I +A+A2 + · · ·+Ak + · · ·

(2) En déduire que GL(Rn) est un ouvert de Mn(R).
(3) Montrer que l'inversion f est di�érentiable en I, puis en n'importe quel point de GL(Rn).

Quelle est sa di�érentielle ?
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GLMA601, L3 Analyse, 2013-2014

Feuille TD n◦3

Partie I : Fonctions de classes C1

Exercice 1. Montrer que les deux fonctions f et g suivantes sont de classe C1 :

f(x, y) =

{
x2y3/(x2 + y2) si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

g(x, y) =

{
(x sin y)/y si y 6= 0

x si y = 0.

Exercice 2. Déterminer toutes les fonctions f : R2 −→ R de classe C1 qui véri�ent

x∂1f(x, y) + y∂2f(x, y) = x4 + 2y4

Exercice 3. (*) Soit det : Mn(R) −→ R l'application déterminant.

(1) Montrer que det est de classe C1, et même C∞.
(2) Calculer ∂(det)/∂xi,j(A) pour A ∈ Mn(R), en s'aidant du développement du déterminant

suivant une ligne (ou une colonne).

(3) Montrer que d(det)(A)H = Trace(tCom(A)H).

Partie II : Accroissements �nis

Exercice 4. Soit f : U −→ R une fonction di�érentiable dé�nie sur un ouvert U de Rn. Si
a, b sont deux points de U tels que [a, b] ∈ U , montrer qu'il existe un point c ∈ [a, b] tel que
f(b)− f(a) = df(c)(b− a).

Exercice 5. Soient U un ouvert de Rn, et f : U −→ R une fonction di�érentiable. Soient
x, y ∈ U tels que [x, y] ∈ U . Montrer que :

‖f(y)− f(x)− df(x)(y − x)‖ ≤ ‖y − x‖ sup
z∈[x,y]

|||df(z)− df(x)|||.

Exercice 6. Montrer que l'application f : R2 −→ R2 dé�nie par

f(x, y) :=

(
sin(x+ y)

2
,
cos(x− y)

2

)
est k-lipschitzienne pour une certaine constante k < 1, lorsque R2 est muni de la norme ‖‖2. En
déduire que f admet un unique point �xe (considérer la suite un := fn(a) où a est un point
quelconque de R2).

Que se serait-il passé si on avait choisi la norme ‖‖∞ ou la norme ‖‖1 ?
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Exercice 7. (*) Soit f : U −→ R une fonction dé�nie sur un ouvert convexe U de Rn. On dit
que f est elle-même convexe si, par dé�nition, on a :

f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y) ∀x, y ∈ U, t ∈ [0, 1]

Montrer que, si f est di�érentiable sur U , alors f est convexe si et seulement si elle véri�e f(y) −
f(x) ≥ df(x)(y − x) quels que soient x, y ∈ U .

Exercice 8. On munit Rn d'une norme quelconque. Soit γ : [a, b] −→ Rn une courbe paramétrée
de classe C1. Une subdivision σ de [a, b] est la donnée de k + 1 réels t0, t1, . . . , tk, avec k entier
supérieur ou égal à 1 quelconque, tels que t0 = a ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk = b. On écrit σ = (t0, . . . , tk). A
une telle subdivision est associée une ligne brisée dans Rn, dont la longueur est :

L(σ) :=
k−1∑
i=0

‖γ(ti+1)− γ(ti)‖

On appelle longueur de γ le nombre L := supL(σ), où la borne supérieure est prise sur l'ensemble
de toutes les subdivisions σ de [a, b].

(1) Soient x, y ∈ Rn quelconques. Quelle est la longueur de la courbe γ : [0, 1] −→ Rn dé�nie par
γ(t) = (1− t)x+ ty ?

(2) Montrer que toute courbe de classe C1 est de longueur �nie. Montrer qu'un segment de droite
est le plus court chemin pour aller d'un point de Rn à un autre.

(3) Soit ε > 0. Montrer qu'il existe un r > 0 tel que, pour tous les s, t ∈ [a, b] véri�ant |t− s| ≤ r,
on a : ‖γ(t)− γ(s)− (t− s)γ′(s)‖ ≤ ε|t− s|.

(4) En déduire que L =
∫ b
a ‖γ

′(t)‖dt.

Exercice 9. Montrer que si f : U −→ Rp est di�érentiable sur un ouvert U de Rn et si
γ : [a, b] −→ Rn est une courbe paramétrée de classe C1 véri�ant γ([a, b]) ⊂ U , alors sa longueur
L(γ) véri�e :

‖f(γ(b))− f(γ(a))‖ ≤ L(γ) sup
t∈[a,b]

‖df(γ(t))‖

Partie III : Di�érentielles secondes, extrema locaux

Exercice 10.

Soit f : R2 −→ R la fonction dé�nie par f(0, 0) = 0 et

f(x, y) = xy
x2 − y2

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

(1) Montrer que les dérivées partielles ∂1f(0, y) et ∂2f(x, 0) existent, et les calculer (de la manière
la plus économique possible...)

(2) Les dérivées partielles secondes ∂212f(0, 0) et ∂221f(0, 0) existent-elles ? Qu'observe-t-on ?

(3) Que peut-on en conclure ?

Exercice 11. Pour chacune des fonctions suivantes : déterminer les extréma locaux et globaux.

(1) f(x, y) = x4 + y4 − 4xy + 1 sur R2.
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(2) f(x, y) = (x− y)exy sur R2.

(3) f(x, y) = x2 + ay4 sur R2, où a est un paramètre réel.

(4) f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y + 2 sur R2.

(5) f(x, y, z) = (x+ y)ex+y−z
2
sur R3.

(6) la restriction de f(x, y) = x2 − 2xy + 2y au rectangle [0, 3]× [0, 2].

Exercice 12.

(1) Montrer que si une fonction continue f : R −→ R possède deux maxima locaux, alors elle
possède également au moins un minimum local.

(2) Étudier les extrema de f(x, y) = −(x2 − 1)2 − (x2y − x − 1)2 sur R2. Quelle conclusion en
tirer ?

Exercice 13.

(1) Montrer que si une fonction continue f : R −→ R admet un unique extremum local, alors cet
extremum est nécessairement un extremum global.

(2) Étudier les extrema de f(x, y) = 3xey − x3 − e3y sur R2. Quelle conclusion en tirer ?

Exercice 14. Trouver les points de la surface S := {(x, y, z) ∈ R3; y2 = 9 + xz} qui sont les plus
proches de l'origine de R3.

Exercice 15.

(1) Trouver un exemple de fonction f dé�nie sur R2, deux fois di�érentiable à l'origine, telles que
df(0) = 0 et d2f(0) = 0, et véri�ant de plus la condition "f admet un minimum local non
strict en 0".

(2) Même question mais en demandant la condition "f admet un minimum local strict en 0".

(3) Même question mais en demandant la condition "f n'admet pas d'extremum local en 0".

Exercice 16. (*) Soit f : Rn −→ R une fonction de classe C2. On dé�nit le laplacien de f par :

∆f :=

n∑
i=1

∂2iif =

n∑
i=1

∂2f

∂x2i

Soit B = B(0, 1) la boule unité ouverte de Rn, de centre 0 et de rayon 1, pour la norme euclidienne
‖.‖.

(1) On suppose dans cette question que ∆f(x) > 0 pour tout x ∈ B. On veut montrer qu'alors
f(x) < max‖y‖=1 f(y). Pour cela, on raisonne par l'absurde en supposant qu'il existe un x ∈ B
pour lequel f(x) ≥ max‖y‖=1f(y).

(a) Montrer qu'il existe un x0 ∈ B qui est un maximum de f sur la boule ouverte B.

(b) En déduire une contradiction en utilisant la propriété suivante : si une matrice symétrique
dé�nit une forme quadratique négative, alors la trace de cette matrice est négative.
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(c) Question supplémentaire : démontrer la propriété utilisée dans la question précédente, en
utilisant le fait que toute matrice symétrique est diagonalisable dans une base orthonor-
mée (autrement dit : pour toute matrice symétrique A, il existe une matrice orthogonale
P telle que PAP−1 soit diagonale).

(2) On suppose maintenant que ∆f(x) = 0 pour tout x ∈ B (on dit que f est harmonique sur
B). On veut montrer qu'alors

min
‖y‖=1

f(y) ≤ f(x) ≤ max
‖y‖=1

f(y) ∀x ∈ B.

Pour cela :

(a) Si ε > 0, on pose gε(x) := f(x) + ε‖x‖2. Appliquer la question (1) et faire tendre ε vers
0 pour montrer l'inégalité f(x) ≤ max‖y‖=1 f(y) ∀x ∈ B

(b) Comment montrer l'autre inégalité ?
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Feuille TD n◦4
Inversion locale et fonctions implicites

Partie I : Théorème d'inversion locale

Exercice 1. L'application f : R2 −→ R2 dé�nie par f(x, y) = (x3 − 2xy2, x + y) est-elle un

di�éomorphisme local en a = (1,−1) ? Si oui, écrire la di�érentielle de son inverse local au point

b = f(a) ?

Exercice 2. Soit f : R2 −→ R2 l'application dé�nie par f(x, y) = (x2 − y2, 2xy).

(1) On note U l'ensemble des points de R2 sur lequel f est un di�éomorphisme local. Décrire U .

(2) Est ce que f restreinte à U est un di�éomorphisme sur son image ?

(3) Pour tout point a de U , écrire la di�érentielle de l'inverse local de f au point f(a), et trouver
un voisinage ouvert V de a tel que f|V soit un di�éomorphisme sur son image.

Exercice 3. (*) (coordonnées polaires)

Soit f : R2 −→ R2 l'application dé�nie par

f(r, θ) = (r cos θ, r sin θ).

(1) On note U l'ensemble des points de R2 sur lequel f est un di�éomorphisme local. Décrire U .

(2) Est ce que f restreinte à U est un di�éomorphisme sur son image ?

(3) Pour tout point a de U , écrire la di�érentielle de l'inverse local de f au point f(a), et trouver
un voisinage ouvert V de a tel que f|V soit un di�éomorphisme sur son image.

Exercice 4. (*) (coordonnées sphériques)

Mêmes questions que dans l'exercice précédent si f : R3 −→ R3 est dé�nie par

f(r, θ, ϕ) = (r cos θ cosϕ, r sin θ cosϕ, r sinϕ).

Exercice 5. Soit f : R −→ R dé�nie par :{
f(x) = x+ x2 sin(π/x) si x 6= 0
f(0) = 0

(1) Montrer que f est dérivable sur R, et que f ′(0) 6= 0.

(2) Si n est un entier pair non nul, montrer que :

f(1/(n+ 1)) < f(1/n) < f(1/(n+ 1/2))

et en déduire que f n'est injective sur aucun intervalle contenant 0, aussi petit soit-il.

(3) Commentaires ?

Exercice 6. Soit f : Rp −→ Rq. On dit que f est propre si l'image réciproque de tout compact

par f est compacte.
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(1) Donner des exemples de fonction de R dans R : propre mais pas continue, non propre mais

continue, propre et continue.

(2) Si f est propre et continue, montrer que f est fermée (i.e., l'image d'un fermé est fermée) ;

On pourra montrer que, si F est fermé dans Rp, alors f(F ) est séquentiellement fermé.

(3) On suppose que f est injective, propre, de classe C1, et est un di�éomorphisme local en tout

point de Rp (en particulier, p = q). Montrer que f est un di�éomorphisme global de Rp vers

Rq.

Exercice 7. Soient a, b ∈ R, on considère la fonction

f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x+ a sin y, y + b sinx)

(1) Pour quelles valeurs de (a, b) f est-elle un di�éomorphisme local en tout point ?

(2) Montrer alors que f est injective.

(3) Montrer alors que f est propre (cf. exercice précédent)

(4) Montrer que f est un di�éomorphisme global de R2 vers R2.

Exercice 8. Montrer que si f ∈ C1(R) et s'il existe k > 0 tel que, ∀x ∈ R, f ′(x) > k, alors
f est un di�éomorphisme de R sur lui même (on pourra, par exemple, montrer que f est propre).

Montrer que ce résultat est faux avec k = 0.

Exercice 9. (*) On considère une application f : Rn −→ Rn de classe C1, telle que :

‖f(y)− f(x)‖ ≥ k‖y − x‖ ∀x, y ∈ Rn

pour une certaine constante k > 0 et une norme quelconque (on dit que f est k-dilatante pour la

norme en question). On veut montrer qu'alors f est un di�éomorphisme global de Rn sur lui- même.

(1) Montrer que f est injective

(2) Montrer que l'image f(Rn) est fermée dans Rn (par exemple en montrant qu'elle est séquen-

tiellement fermée).

(3) Montrer que Df(x) est inversible pour tout x ∈ Rn, et en déduire que l'image f(Rn) est

ouverte dans Rn.

(4) Conclure.

Exercice 10.

(1) Montrer que l'application f : Mn(R) −→ Mn(R) dé�nie par f(A) = A2 est de classe C1, et
déterminer sa di�érentielle en tout point.

(2) Montrer que toute matrice carrée A ∈ Mn(R) su�samment proche de la matrice identité

admet une racine carrée. Généraliser aux racines p-èmes, où p est un entier supérieur ou égal

à 3.

Exercice 11. (*) On munit Rn de n'importe quelle norme, et l'on considère l'espaceMn(R) muni

de la norme d'opérateur subordonnée.

(1) Montrer que la série
∑

k≥0A
k/k! converge dansMn(R) quelle que soit A ∈Mn(R). La somme

de cette série est appelée l'exponentielle de A, et notée exp(A) ou eA.
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(2) Montrer que, pour chaque entier k ≥ 0, l'application u :Mn(R) −→Mn(R) dé�nie par

uk(A) := Ak/k! est de classe C1. Donner une majoration de ‖Duk(A)‖. En déduire que la

série
∑

k≥0Duk est uniformément convergente sur tout compact de E.

(3) Montrer que l'exponentielle exp : E −→ E est de classe C1, et que

D(exp)(A)H =
+∞∑
k=1

(
1

k!
(Ak−1H +Ak−2HA+ · · ·+HAk−1)

)
(on admettra que si

∑
fn est une série de fonctions de Rp dans Rq dé�nie et de classe C1 sur

un ouvert U , convergent simplement vers f sur U , et est telle que la série des di�érentielles

converge uniformément sur tout compact, alors Df(a) =
∑
Dfn(a) pour tout a ∈ U .)

(4) Montrer que toute matrice A ∈ Mn(R) su�samment proche de la matrice identité admet un

"logarithme".

3



Partie II : Théorème des fonctions implicites

Exercice 12. Soit C la "courbe" de R2 dé�nie par l'équation x4 + y3 − y2 + x− y = 0.

(1) Montrer que, au voisinage du point (0, 0), l'ordonnée y d'un point de C est dé�nie implicite-

ment par une fonction C∞ de x. On note ϕ une telle fonction.

(2) Calculer les dérivées première et seconde de ϕ en 0.

(3) Donner l'allure de la courbe C au voisinage du point (0, 0).

Exercice 13. Soit la courbe C dé�nie par l'équation x3 − 2xy + 2y2 − 1 = 0 et soit a = (1, 1).
Véri�er que a est sur C. Trouver la tangente à C en a. Déterminer la position de la courbe par

rapport à sa tangente en a.

Exercice 14. Soit f : R2 −→ R l'application f(x, y) = 2 cos2 x+ xy − ey.

(1) Trouver un intervalle ouvert I de R contenant 0 tel que, pour tout x dans I, il existe un unique

y ∈ R+∗, que tel que f(x, y) = 0. On note ϕ(x) un tel y.

(2) Montrer que la fonction x ∈ I 7→ ϕ(x) ∈ R+∗ est de classe C1.
(3) Montrer que ϕ′(0) = ln 2/2.

(4) Montrer que, pour tout x ∈ I, on a :

ϕ′(x)(eϕ(x) − x) = ϕ(x) + 4 sinx cosx.

Exercice 15. (*) Déterminer deux fonctions C1, y1 et y2, de x au voisinage de (0, 0) telles que,
pour i = 1 ou 2, (x, yi(x)) satisfait l'équation : x3 + xy + y2ex+y = 0 (on pourra poser y = xz).
Calculer les dérivées de y1 et y2 en 0.

Exercice 16. Soit f : R3 −→ R2 dé�nie par f(x, y, z) = (x2 − y2 + z2 − 1, xyz − 1). On note C
la "courbe" de R3 dé�nie par l'équation f(x, y, z) = 0.

(1) Véri�er que le point a = (1, 1, 1) ∈ C.
(2) Montrer qu'il existe un intervalle ouvert I ⊂ R contenant 1, une boule ouverte B ⊂ R2 de

centre (1, 1), et une fonction ϕ : I → B telle que : telle que (x, y, z) ∈ C ∩ I × B si et

seulement si (y, z) = ϕ(x).

(3) Déterminer la tangente à C en a.

Exercice 17. Démontrer que la "courbe" dé�nie par les équations x2+y2+z2 = 14 et x3+y3+z3 =
36 est une variété de classe C1. Préciser la tangente en chaque point.

Exercice 18. (*) Montrer que l'équation z3+2z+ez−x−y2 = cos(x−y+z) dé�nit implicitement

z comme fonction C1 de x et y au voisinage de 0 qui s'annule en 0. Calculer les dérivées partielles

de z à l'ordre 2 en 0.
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